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Resume. 

Soit X une variete projective. Soit Yi, . . . ,Y p+ i des hypersurfaces sur X, en 
position d'intersection complete, et associees a des diviseurs amples. Nous montrons 
dans cette note que pour i < p, la cohomologie de Dolbeault H i (Q q ) du faisceau 
£l q des q— formes holomorphes sur X peut etre calculee comme la cohomologie de 
degre i d'un complexe de sections globales de courants localement residuels. On 
peut egalement calculer de la meme maniere la cohomologie du sous-faisceau Q q 
des formes holomorphes d— fermees comme la cohomologie d'un sous-complexe de 
courants localement residuels d— fermes. On en deduit comme corollaire que toute 
classe de type (i < p + 1) admet comme representant un courant d— ferme a 
support dans Y := Y\ H . . . fl Yi. On montre egalement que tout courant localement 
residuel T sur X, a support dans l'intersection Y = Y\ fl . . . fl li-i, peut etre ecrit 
comme un residu global T — i2esy L) ... i y 4 _ 1 ^, avec ^ une q— forme meromorphe a 
pole dans Yi U . . . U Yi U Y{ , et on peut se passer de Yi ssi T est d— exact . On retrouve 
ainsi un theoreme de Hererra-Dickenstein-Sessa ([11]). On donne pour conclure une 
nouvelle formulation equivalente de la conjecture de Hodge. 

Abstract. Let X be a projective manifold. Let Y\, . . . , Yp+i be p + 1 ample 
hypersurfaces in complete intersection position on X, each defined by the global 
section of an ample Cartier divisor. We show in this note that for i < p + 1, the 
cohomology groups H' l (Vl q ) can be computed as the i— th cohomology groups of 
some complex of global sections of locally residual currents on X. We could also 
compute the cohomology of the subsheaves (l q C £l q of d— closed holomorphic forms 
by the corresponding subsheaves of d— closed locally residual currents. We deduce 
like this that any cohomology class of bidegree has an element which is a 
d— closed locally residual current with support in Y\ fl . . . PI Yj,. We also show that 
any locally residual current T of bidegree {q, i — 1) with support in Y\ fl . . . ii-i 
can be written as a global residue T = ResY 1 ,...,Y i -^ °f some meromorphic form 
with pole in Y\ U . . . LiYi. We can avoid Yi iff the current in d— exact; we deduce as 
corollaries a theorem of Hererra-Dickenstein-Sessa ([11])- We give as a conclusion 
a new formulation of the Hodge conjecture. 



1 Abridged English version 



Let Q be a sheaf on a topological space X . We know from [5] the existence for any 
two closed subsets Y, Y' C X, of the functor T y \y>, an d the right derived functors 
Hy\ Y ,; and moreover, for any three closed subsets Y,Y',Y" C X, of a topological 
residue operator. 

Resy ■ T^-y'Xyvjy"^) ~~ * ^rny\y"(^) 

Let now X be a complex analytic manifold of pure dimension p. We have as 
a natural topology on X the Zariski topology. Let us consider the sheaves for the 
the Zariski topology, as Cx— modules, where Cx is the constant sheaf. 

We consider a subcategory of sheaves T satisfying the two following properties: 
i) For any Zariski-closed subset Y, if there is a section s s T x , then there is an 
element / £ O x and an integer k such that f k s = in calF x ; 

ii) If s is a section in some Zariski open subset U C X, then for any x £ X\U, 
there is an element / £ X and an integer k such that f k s extends to an element 
of T x . 

In this category of Zariski sheaves, any sheaf T is contained in a flabby sheaf, 
namely his associated meromorphic sheaf JF, defined as follows: a section s £ F(U) 
is a section s' £ P(V), for V some dense Zariski open subset of U. So we can 
define the derived functors of Ty (with Y locally closed) in this category, and this 
associate to a Zariski sheaf T in this category a sheaf Hy (T) . 

For the sheaves Q in the initial category of Ox - modules, we associate a Zariski 
sheaf Q 1 , defined for a Zariski open subset U by defining Q'(U) as the sections of 
G(U) which extends meromorphically outside U. Then, if Q' belongs to the above 
subcategory of Zariski-sheaves, we define the moderate cohomology as TL^ Y ^{Q) '■= 

Hy{G'). 

From this, we deduce for these sheaves Q a moderate residue operator: 

Res Y : 7i[y,yy uy „](?7, Q) —> H^} nY ^ Y ,^(U,Q). 
Let us now assume that Q = Q q . 

We have thus a long exact sequence of moderate cohomology groups: 

- Hf znY] (n") - H%{W) - flf ZNy] (fi«) 
- Ht znY] (W) - ... - H{ ZXY] {W) H\^ Y] {^) - . . . 

Let y an analytic hypersurface, and T any 0x~ module on X; we denote 
the subsheaf of Tu(T), whose sections extend to a section of T if we multiply by 
some regular function vanishing on Y . 

Theoreme 1 (S. Boucksom) Let us assume that Z is a closed analytic subset of 
pure codimension p, and Y an analytic hypersurface intersecting Z properly. Then, 
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the moderate cohomology group H^ z ^ Y ^(Qfl) is isomorphic to the group Cz(*Y) of lo- 
cally residual currents with support in Z, d— closed outside Y; moreover, the residue 
operator Resy' ■ C z l (-kY) — > C q z \^ Y coming from the above Resy ■ H* Z \ Y ^(fl q ) — ► 

Wj2ny](^ 9 ) * s precisely the d— operator. 

Now, let Y\, . . . , Y p analytic hypersurfaces of X in complete intersection posi- 
tion. We have a composed residue operator: Resy lt ... t Y k '■ H Y \yi{Q) — > nY k nY\Y"(&)- 
Then, we have the following exact sequence of sheaves: 

- C*\*Y{) - ... - C^ nYp - 0, 

where the operator are d. 

Let us call positive an hypersurface Y such that, for any coherent sheaf T on 
X, we have for j > iP(.F(*Y)) = 0. 

We have the following: 

Theoreme 2 For i < p+1, the sheaves nY ._ i (Yi) are acyclic, so that we 

have a canonical isomorphism: 

IT{W) ~ H\C Y ^ nYi )/^H\C^-\ nYi _J) 

Moreover, the elements of H°(C Y ^ n y._ ) can be represented as global residues, 
by the following theorem: 

Theoreme 3 If T is a locally residual current with support in Y\ fl . . . fl Yj-i, 
d— closed outside Yi, then T can be written as a global residue: T — i£esy ll ... j y i _ 1 'I , ) 
wif/i \I r a meromorphic form with poles contained in Y\ U . . . U Yi . Moreover, T is 
d— exact iff we can assume that has his poles contained in Y\ U . . . U 

The proofs contains as principal ingredient that the sheaves C Y * n nY . (*Yj + i) 
are acyclic. 

The assertion in the last theorem, saying that if the locally residual current is 
d— exact, it can be written as a global residue, was already a theorem of Hererra- 
Dickenstein-Sessa ([11]). 

Let us define the following subcomplex: 

o n« ^ c*\*y{) - . . . - c y f n ... nyp - o. 

where the subsheaves C|^ n ny C C y ^ n ny are defined by the d— closed condition. 
Then the same reasonning shows that this subcomplex computes the cohomology 
groups H l (£L q ). 

When X is projective, the positivity condition on the Yi are satisfied, as soon 
are the associated line bundles are ample, by Serre's vanishing theorem. Thus, 
we get that any d— cohomology class of bidegree (q, i), admits as representative a 
d— closed locally residual current with support in Y\ fl . . . fl Fj. 
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Let us recall that Hodge's conjecture is equivalent to saying that a cohomology 
class of bidegree (i, i), which is moreover integral, which means that his integral over 
any real subvaricty of dimension 2i is an integer, and such that his integral over all 
the complex subvarieties of dimension i is zero, is zero. By the above theorem, it 
is equivalent to saying that an integral d— closed residual current with support on 
Y\ n . . . fl Yi, which is globally residual on any complex i— dimensional subvariety, 
is globally residual on X. 

Remark. For q = n, can can restrict to simple poles in the complex 

o n n - c n >°(*yi) - . . . - (%X. nYp - o. 

Then, by Kodaira's vanishing theorem, we get that this subcomplex also computes 
Dolbeault cohomology groups H l (Q n ). This is a variant of the main theorem of 
[6]. 

2 Enonce des resultats 

Soit X un espace topologiquc; on connait d'aprcs [?], pour deux fermes Y,Y', le 
foncteur T y \y< ainsi que les foncteurs derives H Y ^ Y ,. 
On a une suite exacte: 

T Y T — > T — > r x \Y^, 

avec un zero a droite lorsquc T est Basque. De plus, si T est flasque, il en est de 
meme de Y Y i\ynT. 

Considerons done une resolution flasque de T: 

-> T -» 1° -» I 1 -» . . . 

On en deduit une suite exacte courte de complexes: 

— » IY n (y/\y») J 7 — > J" — > Ty/^yuy//) J" — > 

, d'ou on deduit par lc lemme du serpent une suite exacte longue de cohomologie; 
on appelle les operateurs: 

Res Y : Hy,yy u y„(J r ) — > r ri Y , rY \ Y „ 

intervenant dans cette suite les operateurs de residus cohomologiques. 

Soit maintcnant X une variete analytique de dimension n. On a sur X une 
topologie naturelle de Zariski. On a dans la categorie des faisceaux pour cette 
topologie de Zariski une sous-categorie, definie par les deux conditions suivantes: 
1. Une section a support dans un sous-ensemble analytique, doit etre annulee par 
une puissance de l'ideal I Y ; 2. Une section sur un ouvert de Zariski U = X\Y, 
s'etend a travers Y apres une multiplication par un element de 1 Y x . Dans cette 
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categoric, tout faisceau T est inclus dans un faisceau fiasque, en effet le faisceau T 
obtenu en prenant les sections T(U) comme les sections J-(V) pour un ouvert de 
Zariski V C U. 

On associe a un Ox — module Q un faisceau de Zariski Q', en prenant sur un 
ouvert de Zariski U les sections de 0(U) qui se prolongent meromorphiquement en 
dehors de U . On suppose que X admet un recouvrement fini par des ouverts de 
Zariski de Stein. Pour un Ox— module Q tel que Q' appartient a la sous-categorie 
des faisceaux de Zariski definie ci-dessus, on definit la cohomologie moderee a sup- 
port comme: 

u\ Y \y>](G) ■= H Y \ Y ,(g'). 

On en deduit comme ci-dessus, pour un tel Ox— module, une suite exacte longue 
de cohomologie moderee, avec des operateurs de residus: 

Res Y : 'H\ y >\y\jy"\(G) ~* ^[Y'nY\Y"](^) 

Pour un sous-ensemble analytique ferme Y, on note F{*Y) les sections de T 
qui s'etendent meromorphiquement a travers Y. 

D'autre part, un courant localcmcnt rcsiduel de bidegre (q,p) est un courant 
qui s'exprime localement sous la forme: uj A [l// p+ i]9[l//i] A . . . A avec w une 

q— forme holomorphe et (/i, . . . , / p +i) une suite reguliere de fonctions holomorphcs. 

On a le lemme suivant: 

Lemme 1 (S. Boucksom) Soit Y un sous-ensemble analytique de codimension 
pure p, et Y' une hypersurface de X coupant Y proprement; les courants localement 
residuels de bidegre (q,p), a support dans Y et d—fermes (resp. d—fermes en dehors 
de Y'), forment un faisceau abelien, note Cy P (resp. Cy{*Y')). 

Soit Y un sous-ensemble analytique de codimension pure p, et Y' une hyper- 
surface intersectant Y proprement. 
Alors: 

Theorem 1 On a un isomorphisme canonique: 

fl^ xy/] (fi«)~c^(*y') 

De plus, a travers cet isomorphisme, I'operateur ci-dessus 

Res Y > : H? YXYI] (W) ^ H^y'](W) 

s'exprime comme d des courants. 

Plus generalement, si Y" est une autre hypersurface coupant Y C\Y' propre- 
ment, on obtient un operateur de residu Res' Y , sur les courants localement residuels 
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a support dans Y ct d— fermes en dehors de Y' U Y", en prenant l'operateur corre- 
spondant au morphisme de residu: 

Resy : 7~tfy\(Y'UY")] (^) — * 'H-IYUY'XY"]^) 

a travers l'isomorphisme ci-dessus. Soit done Yi, . . . , Y p p hypersurfaces en position 
d'intersection complete; on obtient les residus composes par la compositon des 
operateurs residus: 

Res Yli ... t Y p = R^s' Yl • • • R es Y p 

Alors, on en deduit: 

Lemme 2 Pour^ une forme meromorphe a pole dans YiU. . XSY P , on a: Res' Yi Y , 
9Res' Yu Ypl . 

De plus, on a: 
Lemme 3 Le complexe suivant: 

O^W^ C*<\*Y{) - . . . - C™ n ... nYp - 0, 
awec 9 comme operateurs, est exact. 

En effet, un courant d— forme s'ecrit localement comme residu sans "valour 
principalc" ; mais alors, le lemme precedent permet de conclure. 

On suppose maintenant que les hypersurfaces Y\, . . . , Y p+ \ sont positives, dans 
le sens que iP(£(*Yi)) = 0, pour j > 0, ct £ un faisceau localement libre. On a 
alors le theoreme suivant: 



Theorem 2 Pour i < p, le faisceau C Y * n nY (*Yj_|_i) est acylique sur X. En 
particulier, la cohomologie de Dolbeault est calculee par la suite exacte du lemme 
precedent, i.e.: 



On a un theoreme analogue pour les sous-faisceaux C Y 9 C C Y q des courants 
localement residuels d— fermes a support dans Y. Si fl q C £l q est le sous-faisceau 
des formes holomorphes d— fcrmccs, on obtient un isomorphisme analogue: 

D'autre part, on peut montrer: 
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Theorem 3 1. Tout courant localement localement residue! T G H° (C Y * n y (*Y)) 
(resp. d-ferme T e H°(C^~^ y ^ (*Y))J peut s'ecrire comme residu global: 

T = ites y - 1 ,...,y ( _ 1 (*) 

, auec W «ne q— forme meromorphe (resp. d—fermee) a pole dans Y\ n . . . H Yj. 

2. D 'autre part, on pe«t supposer ^ a pole dans Y\ U . . . U Yfc ssi T est 9— exact 
fou, ce g«i est equivalent, d— exact si T est d—ferme). 

La deuxieme partie du theoreme est demontree dans [11] par des methodes 
similaires. 

Supposons X une varictc projective, et les hypersurfaces Yi dcfinics par des 
diviseurs de Carticr. Alors, la condition de positivite ci-dessus est verifiec, si les 
fibres associes aux Yj sont amples, d'apres le theoreme d'annulation de Serre. On 
en deduit comme corollaire: 

Corollaire 1 Toute classe de cohomologie admet comme representant un 

courant localement residuel d—ferme a support dans Y\ (~l . . . fl Yj, . 

D'autre part, supposons q = n. On peut encore definir un sous-faisceau naturcl 
C n ' p Y (Y') C C Y P (*Y'), qui sont les sous-faisceaux definis par les courants de la 
forme uj A [Y], avec u> a pole simple sur Y' . 

On a alors les analogues suivants des deux theoremes precedent. Le premier 
theoreme est une une variante du theoreme principal de [6] . 

Theorem 4 Le sous-complexe 

o^n^c" n <°(Y 1 )^...^c" n Yi p n ... nYp ^o 

est egalement acyclique, de sorte qu'on a un isomorphisms 
De meme: 

Theorem 5 Pour i < p, tout courant localement residuel T £ H°(C" Y * n 1 n y._, (Y)) 
s'ecrit comme residu global T = ReSYi,...^^) d'une n— forme meromorphe ^ , a 
poles simples dans Y\ U . . . U Yj. De plus, T est d-exact ssi on peut supposer ^ a 
pole simple dans Y\ U . . . U Y_i 

On obtient comme corollaire le theoreme suivant de [4] : 

Corollaire 2 Supposons Y\ , . . . , Y n n hypersurfaces positives sur une variete pro- 
jective X, se coupant transversalement en s points distincts P\, . . . , P s . Soit ci, . . . , c s 
s nombres complexes; une condition necessaire et suffisante pour qu'il existe une 
n— forme meromorphe ^ ; a pole simple dans Y\ U. . . UY n admettant comme residus 
ponctuels Ci aux points Pi, est que J2i=i c i = 0- 
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3 Demonstrations 

Lemme 4 Le complexe suivant: 

o -> ©i^^ifi^-j -> ©i^^-^fcfi^ u Y} 2 ) 
- . . . - u . . . u ro - c*' a .. nyi - o 

om ie dernier operateur est donne par le residu Res' Yl Y . > e ^ ^ es au ^ res operateurs 
sont les somme alternees du complexe de Cech, est exact 



Proof. 

En dehors du dernier morphisme, l'exactitude provient de l'exactitude connue du 
complexe de Cech. La seule particularite ici est que Ton se limite a des poles d'ordre 
fini; mais l'exactitude reste verifiee, car on peut considerer sur un ouvert de Stein 
U le sous-faisceau des tt qt c £l q defini pour un ouvert V C U par: 

Q q '(V) sont les sections meromorphes globales, reguliere sur V. D'autre part, 
l'exactitude au niveau du dernier operateur est un theoreme classique de la theorie 
des residus ([11]). | 

On peut "tordre" la suite exacte du lemme precedent cn rajoutant des poles 
sur l'hypersurface Y t+1 : 

-> fl g {*Y i+1 ) -> (Bi< n < k tt(*Y n U Yi) -> (BiKj^j^fli-kYj, U Y j2 U Y) 

n*^ u . . . u Y i+1 ) c q Y ^ nY ^Y +1 ) - o 

Lemme 5 Les faisceaux il q {*Yj ± U . . . U Yj k ) sont acy cliques. D 'apres la suite 
exacte precedente, le faisceau C Y * n ny .(*^+i) est egalemet acyclique. 

Proof. 

On sait d'apres l'hypothese de positivite que si Lj est le fibre associe a Y l , on a: 
iiP (Q <g> ®L s ^ k ) = pour j > 0, ct si, xsfe assez grands. Par passage a la limite, 
on en deduit que H J (fl(-k(Yj 1 U . . .U Y} fc )) = pour j > 0. D'autre part, l'acyclicite 
de Cy* n n y t (*^i+i) decoule d'apres la suite exacte precedente qu'un faisceau ayant 
une "resolution" acyclique est lui-meme acyclique. | 

En particulier, comme le foncteur T des sections globales est exact dans la 
categoric des faisceaux acycliques, on en deduit, en appliquant T a la suite exacte 
precedente, que 

Le morphisme ReSY 1 ,...,Y i (Q 9 (*Y\ U . . . U Y i+ i) — ► H°(C Y * n nY . {*Y+i) es t sur - 
jectif, cc qui demontre la premiere partie du theoreme 3. 

Soit T le courant T := ResY 1 ,...,Y i (\I>), avec ^ meromorphe a poles dans YiU. . .U 

Y i+ i. Si est a pole contenu dans Yi U . . . U Yj, on sait que T = dResyx 

et dont T est d— exact. D'autre part, si T est <9— exact, on cn deduit d'apres 
le theoreme 2 que T s'ecrit dT', avec T" un courant dc H°(C Y ^~ , nY . ^Y)); 
d'apres ce qu'on vient de montrer, pour le degre i — 1, on voit que T" s'ecrit 
T' = i2esYi,...,y i _i(^ r ')) avec & P^ e contenu dans Yi U . . . U Yi_i; on a done 
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T = dT' = ResY 1 ,....Y i ('^')i ce qui termine la demonstration de la dcuxieme partie 
du theoreme 3. 

Si X est une variete projective, et Yi l'annulation d'une section globale d'un fibre 
lineaire ample, la condition de positivite sur les Yi est verifiee d'apres le theoreme 
d'annulation de Serre. Le corollaire 1 s'en deduit immediatement. 

D'autre part, la demonstration du theoreme 4 se fait de la maniere que celle du 
theoreme 3, l'acyclicite des faisceaux Q n (Yj 1 U Yj k ) sc demontrant cette fois par le 
theoreme d'annulation de Kodaira. Pour le corollaire 2, l'annulation ^* =1 c s = 
implique que le courant d'" evaluation" 5Z?_iCj[Pi] es ^ d— exact, et s'ecrit done 
comme un residu global d'apres le theoreme 5. 

D'apres ce qui precede, une nouvelle formulation de la conjecture de Hodge 
devient: 

Si un courant localement residuel T de bidegre d—ferme et a support dans 

Yi ("1 . . . Pi Yi, est tel que pour toute sous-variete complexe de dimension i C, la 
somme des residus T.C est nulle, de sorte que le courant residuel correspond sur C 
est globalement residuel, alors si la classe de coholomogie de T est entiere, on peut 
en deduire que T est globalement residuel. 

Cette nouvelle formulation serait interessante a etudier sur des exemples parti- 
culiers. 

Remerciements. Je remerciement vivement Sebastien Boucksom pour sa col- 
laboration, par de multiples discussions instructives et des critiques constructives. 
En particulicr, pour m'avoir signale l'importance du premier theoreme 2, et la 
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